数学建模的初步实践与思考
泰兴市黄桥初级中学    蒋 乐

【论文摘要】模型思想是10个核心概念之一，模型思想的核心在于建模，数学建模是提高学生的数学应用能力和创新能力的基本途径，建立数学模型解决实际问题已成为数学发展的一种趋势。
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一．对“数学模型”的认识

《义务教育数学课程标准(2011年版)》在第一部分“前言”中指出:“模型思想的建立是学生体会和理解数学与外部世界联系的基本途径”．[1]
费赖登塔尔说过：“与其说学数学，倒不如说学习数学化.”模型思想的核心在于建模，即“数学化”（建模的完整过程），数学建模活动已成为数学教学的主旋律。

关于数学模型，有广义和狭义两种解释. 

广义地说，数学中的许多重要概念（如方程、函数等）都可称为数学模型，正如张奠宙教授指出的，“加、减、乘、除都有各自的现实原型，它们都是以各自相应的现实原型作为背景抽象出来的”。例如，m-n可以理解为一个数学模型，它刻画了三个量m、n、m-n之间的特定关系。

狭义地说，“只有反映特定问题和特定的具体事物系统的数学关系结构，方可以构成数学模型。”此类数学模型大致分为两类：“一类是描述客体必然现象的确定性模型，其数学工具一般是代数方程、微分方程、积分方程等；另一类是描述客体或然现象的随机性模型，其数学模型方法是科学研究与创新的重要方法之一。”例如，368人中，一定有两位同学同一天过生日，其数学模型就是抽屉原理（抽屉原理亦称鸽巢原理，它是组合数学的一个重要原理），即如果每个抽屉代表一个集合，n+1个（或n+1以上个）元素放到n个集合中，其中必定至少有一个集合里有两个元素。

二．基本模型的提炼与应用

《标准》中指出，从“数与代数”、“图形与几何”、“统计与概率”及“综合与实践”四个方面的课程内容可以发现，这些内容里很多本身就是一个数学模型。例如，正数与负数是表示“具有相反意义的量”的数学模型；借助于数轴的模型我们探索得到了有理数的加法法则；分式是两个整式相除的数学模型；方程、不等式都是建立已知量和未知量间关系的数学模型等。

而在日常解题过程中，我们也经常可见基本的数学模型，并通过基本模型的构建来解决问题。不妨来看几道例题：

1.（1）模型的提炼
（苏科版 《教科书》 八年级下册第82页例 5）如图1，在正方形 ABCD 中，点 A′、B′、C′、D′分别在正方形的边 AB，BC，CD，DA 上，且有 AA′= BB′= CC′= DD′，请问四边形 A′B′C′D′是正方形吗？如果是，请说明理由。
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如图1，结合题意，易证△ABB’≌△ECF.

（2）模型的拓展

如图2，点B、E、C三点共线，且已知∠AEF=∠ECF=∠ABE= 90°，易得△ABE∽△ECF.当然，如果这两个三角形中只要有一组边对应相等，则有△ABE≌△ECF的结论。
此模型中，我们还可以将条件一般化：如图3，若∠ADE＝∠B = ∠C = ∠α，则△ABD ∽ △DCE．

我们从上面的图形中可得出一种几何基本模型：“一线三等角”模型。

2、模型的应用

（1）直接应用

当图形中出现基本模型时，我们可以直接应用模型高效地解决问题。
例如：如图4，已知抛物线与x轴交于A、B两点，点A的坐标为（2,0），它与y轴交于C 点，点C的坐标为（0,3），它对称轴是直线x=4.（1）求此抛物线的函数关系式；（2）若抛物线上有一点P，且∠PBC＝900，求点P坐标.
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分析：第（1）题易得此抛物线的函数关系式为：y=
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x2-2x+3；
第（2）题，我们可以从原图中直接得出基本模型如图5，易证△BCO ∽ △PBD，所以
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，设BD=x,则DP=2x，可以表示出点P（x+6,2x）,将其代入抛物线的函数关系式得：2x=
[image: image8.wmf]4

1

（x+6）2-2（x+6）+3,解得：x1=4，x2=0（舍），得点P（10,8）.
（2）补形应用

当图形中的模型不完整时，我们怎么办？

波利亚《怎样解题》表的精髓是启发我们去联想。联想什么？如何联想？波利亚在文中说：“这里有一个与你现在的问题有联系且早已解决的问题。你能不能利用它？你能利用它的结果吗？你能利用它的方法吗？为了利用它，你是否应该引入某些辅助元素？”

所以，当图形中的基本模型不完整时，我们可以通过添加辅助线补形得出我们需要的模型，再运用模型以便高效地解决问题．

例如：如图6，平面内4条直线L1 ,L2 ,L3 ,L4是一组平行线，每相邻2条平行线间的距离都是1个单位长度．正方形ABCD的4个顶点A，B，C，D都在这些平行线上，其中点A，C分别在直线L1和L4上，则此正方形的面积是       ．
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图6
分析：在四条平行线的背景下，我们可以画出符号题意得两个图形，如图7和8，要求正方形的面积，须先求其边长。图7中的正方形边长显然是3，则其面积为9；而图8可以添加辅助线构建出“一线三等角”模型即可解决问题. 
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如图9，过点D作DE⊥L1于点E，延长ED交直线L4于点F，则 Rt△ADE ≌ Rt△DCF. 由“一线三等角”模型可得AE = DF = 2. 由于DE = 1，根据勾股定理得 AD 2 = AE2+DE2=5，所以此时正方形面积为5.
（3）构建应用

当图形中没有基本的模型图形时，我们可以考虑“无中生有”，构建出我们需要的基本模型，再运用此基本模型解决问题．
例如：如图10，在边长相同的小正方形组成的网格中，点 A，B，C，D都在这些小正方形的顶点上，AB，CD相交于点P，则tan∠APD的值为    ．
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分析：本题求tan∠APD 的值的方法不是唯一的，要求一个角的三角函数值，一般情况下，我们要将其置于一个直角三角形中。本题我们构建“一线三等角”的基本模型是高效的解决方案之一.

    如图11，取格点E，连接AE，BE，可知△ABE是等腰直角三角形，过点E作 EF⊥AB 于点 F，由 “三线合一”和“直角三角形斜边中线等于斜边的一半”的知识点可得 EF =BF=
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AB. 由题意知 BD∥AC，所以有
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我们教师在教学过程中，如果仅仅教给学生机械的模型和所谓的套路，而对数学本质以及知识之间的内在联系不关注，漠视对学生学习方法的指导和其思维能力的培养，那么必然会导致学生在“新题”面前束手无策，又或者将简单的问题复杂化。
例如：如图12，直角坐标系xOy中，一次函数
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的常数）的图像与x轴、y轴分别相交于点A、B，半径为5的⊙O与x轴正半轴相交于点C，与y轴相交于点D、E，点D在点E上方．在线段AB上是否存在点P，使∠CPE=45°？若存在，请求出P点坐标；若不存在，请说明理由。
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（1）若直线AB与弧CD有两个交点F、G．

①求∠CFE的度数；②用含b的代数式表示FG2，并直接写出b的取值范围；

（2）设b≥5，在线段AB上是否存在点P，使∠CPE=45°？若存在，请求出P点坐标；若不存在，请说明理由．
分析：第（2）问，由图中的∠EPC=∠EBP=∠CAP=45°，可以考虑运用“一线三等角”模型，从而得△BPE∽△ACP；所以
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，设PA=x，由AB=
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得方程
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，此一元二次方程有实数根，点P就存在。
我们换种思路，要在线段AB上找点P，使∠CPE=45°，由题意可知⊙O的优弧 eq \o(EC,\s\up6(⌒)) 上的任意一点P，都有∠CPE=45°的结论，两个条件相结合可知点P既在线段AB上，又在⊙O上，所以只要线段AB与⊙O有公共点，即两者的位置关系是相交或相切，当然点B在点D的上方才行，由直线与圆的位置关系的判定方法，过圆心O作OP⊥AB于点P（如图13），当OP=r=5时，AB所在直线与⊙O相切，由b≥
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得OP≥5，说明符合条件的点P存在，即为垂足P。
这说明运用“一线三等角”的基本模型解决问题并非唯一途径，“判断直线与圆的位置关系的判定方法”也许更加高效。所以，我们在教学过程中，要遵循学生的认知规律：一方面，我们要注意引导学生以 “解决问题”为契机建构知识，并学会联系与联想；另一方面，我们尽量创设具体的情境，指导学生掌握分析问题的途径，经历思考和选择的过程，从多种方法策略中寻找和筛选合适的解决方案，从而将问题逐步分解加以解决。经过一系列的教学指导，学生的分析、解决问题的能力和数学思维能力一定会有大幅度的提高，同时学生的应试能力也会随之提高。
三．关于数学建模的思考
  模型思想可以将复杂背景的事件转化为简单背景的事件，将未知转化为已知，培养学生分析问题、解决问题的能力，数学建模是提高学生的数学应用能力和创新能力的基本途径，注重建模教学是认识上的进步，而开展建模教学的研究也是社会进步的需要，社会需要创新型的人才，数学是其他科学必不可少的工具，建立数学模型解决实际问题已成为数学发展的一种趋势，关于数学建模的思考也会延续下去。
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